
  :مقدمه
 

منظور از اين درس ارائه قسمتهاي از رياضيات پيشرفته به دانشجويان مهندسي است كـه از ديـدگاه            
مطالب به تناسب فراواني كاربردشـان  . نوين در رابطه با مسائل علمي از اهميت بيشتري برخوردارند        

  :اصوليكه در انتخاب موضوعها مورد نظر قرار گرفته اند. انتخاب شده اند
ميت رياضيات در علوم مهندسي روز به روز بيشتر شده و قابل پيش بيني است كه در آينده نيز اه) 1

واقعيت آن است كه امروزه مسائل مهندسي به اندازه اي پيچيده اند كه بيشتر    . اين اهميت افزايش يابد   
حل جربي دربا استفاده از شهود فيزيكي و تجارب گذشته حل كرده رهيافت ت“ آنها را نمي توان صرفا

بسياري از مسائل در گذشته موفق بوده است، اما به محض اينكه سـرعتهاي بـالا، نيروهـاي بـزرگ،                 
ايـن  . ند بـا شكـست رو بـه رو مـي شـود     دماهاي بالا يا ساير شرايط غير عادي وارد مسئله مي شـو        

يـر عـادي   خـواص فيزيكـي غ   ) نظير پلاستيك ها، آلياژها و غيـره      (وضعيت به اين دليل كه مواد جديد        
در ايـن زمينـه   . امروزه كارهاي آزمايشي پيچيده، وقت گير و پر هزينه شده انـد      . دارند حادتر ميشود  

رياضيات در برنامه ريزي آزمايشها، بررسي داده هاي آزمايشي، و تقليل كار و هزينة يـافتن جـواب              
  .كمك مي كند

ه بودنـد ناگهـان از اهميـت    آن دسته از روشهاي رياضي كه به دلايـل نظـري محـض توسـعه يافت ـ     ) 2
بـراي مثـال مـي تـوان از نظريـه ماتريـسها، نظريـة           . زيادي در رياضيات مهندسي برخـوردار شـدند       

  .معادلات ديفرانسيلي كه جوابهاي تناوبي دارند نام برد
 

.تجزيه و تحليل سيستم ها با سه مرحله زير عملي مي گردد  

 
  Modelingمدل كردن 
↓                                                                           
 Solvingحل كردن 

↓                                                                          
 Interpretingتفسير كردن 

 
، Mathematica ،Mapleســه مرحلــه فــوق بــا بكــارگيري نــرم افزارهــاي آموزشــي رياضــي نظيــر  

Macsyma ،Reduce ،Matlabباشد  به لحاظ قابليت سمبوليك آنان امكان پذير مي.  



  
 2   ماتريس ها

 
 
 

  1صل ف

 
 ماتريسها

 

  :ماتريسها 1-1
 تعريف ماتريس. 1

   معكوس ماتريس -دترمينان. 2
  محاسبه مقادير ويژه و بردارهاي ويژه. 3

  تعريف ماتريس1-1-1

.  بصورت زير را يك مـاتريس گوينـد  دانيم جدولي از اعداد يا اعداد مختلط و يا توابع  همانطوريكه مي 
   )ميتوانند اعداد حقيقي يا مختلط باشند و يا توابع aijاين عناصر (
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   عمليات جبري روي ماتريسها2-1-1
ر د)  ماتريس با هـم برابـر باشـند   و ستونها اين د-تعداد سطرها( هم بعد باشند B ,Aاگر دو ماتريس 

  تآن صور
[ ]

nmijij baBA
*

 =                                                                                 

   تعريف برابري3-1-1
   را برابر گويند هرگاه                              B  و m*n ،Aدو ماتريس 

aij=bij for each i and j  

  يس ضرب اسكالر يك ماتر4-1-1
   عدد حقيقي باشد، آنگاه ضرب اسكالر در ماتريس برابر kهر گاه 

[ ]
nmijkakA

*
=  

  : ضرب ماتريسها5-1-1
                                     باشند آنگاه ضرب دو ماتريس برابرB=n*l , A=(m*n)اگر دو ماتريس 

                     i=1 . . . . m,  j=1 . . . l                       ∑
=

=
n

k
mxlkjik baBA

1

)(.    

   ترانسپوزه6-1-1
ATبرابر ماتريس  Am*nترانسپوز يك ماتريس 

n*m ميباشد .  
  :قضاياي ترانسپوز

,))( AAi TT =  
sumaofTransposeBABAii TTT +=+ ))(                                        

TTTT ABCABCv =))(  
productaofTransposeABABiii TTT =))(  

  3*3 دترمينان ماتريس مربعي 7-1-1
  برابر 3*3[A]دترمينان يك ماتريس 
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)5-1(  
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  .تواند آرايش داده شود صل دترمينان بالا به شكل زير نيز مياح
 

131312121111det CaCaCaA ++=  
                                      

3231

2221
13

3331
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11 ,,
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C
aa
aa

C
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C =−==      كه در آن   

              
                            .)آيد ام بدست ميj ام و ستون i  كه از دو طرف سطر 2*2دترمينان ماتريس (

  
  .كنيم بصورت زير تعريف مي  aij را براي عنصر 3*3 ماتريس كوفاكتور ً  لذا

 
   Cofactor (aij) =Cij= (-1) i+j 

 .باشد مي فاكتوركو  9 داراي (3*3)بنابراين يك ماتريس 

 در حقيقـت  (4*4)كوفاكتور مـاتريس  . تعريف نماييم كوفاكتور نتيجتاً مي توانيم (4*4)براي ماتريس 
 كوفـاكتور خـواهيم   16 داراي 4*4 خواهد بود بنابراين بـراي يـك مـاتريس      (3*3)دترمينان ماتريس   

يـا ســتون را در  عناصـر آن ســطر  . اگـر يــك سـطر يـا ســتون را بطـور دلخـواه انتخــاب كنـيم      . بـود 
  .آيد  بدست مي(4*4)كوفاكتورهاي نظيرش ضرب و جمع نماييم دترمينان يك ماتريس 

4...,,1det 44332211 =+++= iCaCaCaCaA iiiiiiii  

jjjjjjjj CaCaCaCaA 44332211det +++=  
.  كوفاكتورهـاي يـك مـاتريس را تعريـف كنـيم     (n*n)تـوانيم يـك مـاتريس     نتيجتاً بطور عمـومي مـي   

 يـك  Aوقت جهت محاسبه دترمينـان      آن. كتور خواهد بود  كوفا  n2 داراي   (n*n)بنابراين يك ماتريس    
سطر يا يك ستون را بطور دلخواه انتخاب كرده عناصر آن سطر يا ستون را در كوفاكتورهاي نظيـر          

  :كنيم ضرب كرده يا جمع مي
 niCaCaCaA ininiiii ...,,2,1....det 2211 =+++=  
 njCaCaCaA njnjjjjj ...,,2,1....det 2211 =+++=  
 

 1φ به اندازهF قاب مختصات ثابت f1حور  حول مmفرض كنيد قاب مختصات متحرك       :1-1 تمرين  
  .در جهت راست بچرخد

  .دوران حول اولين بردار واحد را بدست آوريد) الف
 .  را بدست آوريدFدوران حول دومين و سومين بردار واحد قاب مختصات ثابت ) ب

  .  بدست آوريدMathematicaتركيب سه دوران را با استفاده از ) ج
TRRنشان دهيد كه) د =−1    

)8-1(  

)9-1(  

)10-1(  
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از نــرم افــزار ( .بدســت آوريــد و بــا جــواب مقايــسه كنيــد دترمينــان مــاتريس زيــر را :1-2تمــرين 

Mathematicaاستفاده كنيد (.  
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                                       .يدا كنيد كه معادلات زير را برآورده کند پλمقداري براي  :1-3تمرين 
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  . حل نمایید Mathematicaتمرین فوق را با 

 
دمـا در هـر گوشـه آن        را در نظر بگيريـد،     1-1صفحه مربعي نشان داده شده در شكل        :1-4تمرين  

  مشخص شده است
   بيابيد p1, p2, p3, p4  را در نقاطu1, u2, u3, u4 مقدار دقيق دماهاي )لف
             AU=Bبه شكل ماتريسي نشان دهيد  )ب
  .حل كنيدcoefficient سيستم قسمت الف را با استفاده از يافتن ماتريس )ج
  

  :خواص دترمينان ها 8-1-1
  det AT= det A                           باشد آنگاه                        Aترانسپوز ماتريس  ATاگر ) 1
  det A= 0                   ل باشند آنگاه     برابر و يا معادAماتريس ) يا ستون(هرگاه دو سطر ) 2
   det A= 0                       هرگاه تمام المانهاي يك سطر يا ستون برابر صفر باشد آنگاه      ) 3
   بدست آيند آنگاه A ماتريسي باشد كه از جابجايي دو سطر يا ستون ماتريس Bاگر ) 4

                      det B= -det A                                                                                    
 در يك سطر k  در يك عدد حقيقي غير صفر A ماتريسي باشد كه از ضرب ماتريس Bفرض كنيد ) 5

                                                                              det B= k.det Aيا ستون آن آنگاه   
   det A B= det A det B                      باشند آنگاه               n*n دو ماتريس B ,Aهرگاه ) 6
  det A=a11a22 . . . ann         باشد آنگاه   ) بالا يا پايين (n*n يك ماتريس مثلثي Aفرض كنيد ) 7



  
 6   ماتريس ها

  : معكوس ماتريس 9-1-1
0det وnon-singularو  باشد n*n يك ماتريس Aاگر  ≠A اشد، آنگاهب  

                                                                                        Aadj
A

A )
det

1(1 =− 

   داريم3*3براي ماتريس 
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تـوانيم    مجهول را ميn معادله و   nدستگاه  در هر صورت با بدست آوردن معكوس يك ماتريس يك           
   مجهولn معادله و nبعبارت ديگر يك دستگاه . حل كنيم

  

     BAxBAx 1−=⇒=⇒  
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موجود   A-1موجود باشد، براي آنكه  A-1از اين معادله نتيجه ميگيريم شرط وجود جواب آن است كه   

0detبايستي باشد مي ≠Aباشد كه اين شرط يك شرط لازم و كافي است .  

  :مقادير ويژه و بردارهاي ويژه 10-1-1
تـنش، كـرنش و ممـان اينرسـي و ارتعاشـات و قطـري            (از لحاظ كاربردهاي مهندسي، مسائل مقـدار        

  . ويژه از جمله مهمترين مسائل مربوط به ماتريسها هستند) كردن
   سطر مي باشد و معادلة برداري n ماتريس مربعي  يكA=(ajk)فرض كنيد 

                                                                                                             xAx λ=  
داراي ) 1-13( را كه به ازاي آن  λزمقداري ا . يك عدد اسکالر است، در نظر بگيريدλرا، كه در آن
 بردار ويـژه  xند و بردار ي می گو  A باشد مقدار ويژه يا مقدار مشخصه ماتريس         x≠0جوابي مانند 

Aمتناظر با اين مقدار ويژه مي باشد .  

)11-1(  

)12-1(  

)13-1(  
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 را جابجـايي  yسيم مرتعش، اگـر  با نوشتن معادلات ديناميکی برای يک        :دستگاه مرتعش : 1-1مثال  

  :آيدعمودی يک نقطه از سيم در نظر بگيريم دستگاه معادلات زير بدست می
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wtexy                                                                        براي حل اين معادله   = 

   
                                           ( )22 wxAxAxeXe wtwt ==⇒=⇒ λλω  

  

Axy                                            :تبديل خطي زير را در نظر بگيريد:  تبديل خطي: 1-2مثال  =   
XAXy                               را به قسمي پيدا كنيم كه      Xخواهيم برداري مانند مي λ==  
  . مقدار ويژه متمايز داردn حداكثر  و سطري حداقل يكnيس مربعي توان نشان داد كه هر ماتر مي

   بطوريكه داشته باشيم Vبرداري است مانند  An*n طبق تعريف بردارهاي خاص ماتريس 
    

                                               VAV λ=                                                                    
   خاصمقدار                     خاص                 بردار          

] راVهمانطوريكه از رابطه بالا مشاهده ميگردد، اگر مختصات بردار       ]T
nxxxV ...,,,  بناميم =21

  :گردد كه از رابطه فوق نتيجه مي

( )

( )
( )

( )
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     مجهـولي كـه طـرف دوم صـفر اسـت دارا     n معادلـه و     nگردد يك دسـتگاه      يهمانطوريكه مشاهده م  
  :باشيم، كه اگر بخواهيم جواب اين دستگاه معادلات را بدست آوريم خواهيم داشتمي

   جواب غير از صفر بدست آوريم ميبايستيXدهد اگر بخواهيم براي  كه در اين خود نتيجه مي

)14-1(  



  
 8   ماتريس ها

0)det( =− IA λ 

  .ميمناای مشخصه مي اي بدست خواهيم آورد كه آن را چندجملهجمله بطه يک چنداز اين را
                                                       )(det....)( 1

1 IAPPP n
nn

n λλλλ −=+++= − 
12 ريشه n داراي   λnP)(اگر ,.....,, λλλn     باشد، متناظر با هر يك از ii λυ  بردار خاص بدسـت  ,
  بطوريكه  .آوريم مي

                                                                                                           iiiA υλυ =  
iiقبل از آنكه روشهاي بدست آوردن λυ   .نيم ارائه دهيم به مثال زير توجه مي ك,

 
  ای مشخصه، مقادير خاص و بردارهاي خاصمطلوبست محاسبه چندجمله :1-3مثال
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  : داريم λ1برای مقدار ويژه 
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 بدست V1 را نرماليزه مي كنيم تا    Vبرای داشتن يک جواب خاص      . جواب دارد حل دستگاه بي نهايت     
  : نيز خواهيم داشت2λبرای مقدار ويژه . آيد









=⇒⇒=−

=−⇒







=
















⇒= =

103
10103

035
5

43
12

2222
3 Vyx

yxy
x

y
x

VAV xyλ  

    ماتريس خاص
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10321
10121P از کنار هم قرار دادن V1 و V2آيد بدست می.  

  : را قطری کرد؛ يعنیAتوان  میPد كه با ماتريس در جبر خطي ثابت مي گرد









=





















= −−

50
01

;

000
000
000
000

12

1

1 APPAPP

nλ

λ
λ

 

 
  Mathematicaمقادير ويژه و بردار هاي ويژه زير را بدست آوريد و پاسخ را با جواب   :1-5تمرين

  مقايسه كنيد

)15-1(  
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  : خطيحل سيستم معادلات ديفرانسيل 11-1-1
  مقادير ويژه حقيقي) 1
12 ,....,, λλλn   مقادير ويژه ماتريس A   1(                        يك سيـستم همگـن(       AXX =' 
12و ,....,, VVVnاز رابطه زير پيدا ميشود) 1(حل عمومي .  ميباشند آن بردارهاي ويژه   .     

                                                    t
nn

tt neVceVceVcX λλλ +++= .....21
2211 

  

    :دستگاه روبرو را حل كنيد  :1-4مثال 
yx

dt
dy

yx
dt
dx
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2

32
  

  . را پيدا مي كنيمAدر ابتدا مقادير و بردارهاي ويژه  :حل

4,1043
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)det( 21
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   toequivalentis   1
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11 υυ

υυ
λλ IA براي  

[ ]TV 111select  We. 1221 −=⇒−=−=⇒ υυυ براينناب  
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[ ]TVif 23223 2221 =⇒=⇒= υυυين ترتيببه ا  

)16-1(  



  
 10   ماتريس ها















































+
−

−

+
−

=

+−
−

=+=⇒=−
−

=⇒

tec
tec

tec
tec

ty
tx

teCteCXCXCXteXteX

42

43

)(
)(

4
2
3

1
14

2
3

,
1

1

21

21

21221121

 

 Mathematicaمقادير ويژه و بردار هاي ويژه ماتريس زير ر با اسـتفاده از نـرم افـزار               : 1-6تمرين
  محاسبه كنيد

                                                          

 ttt ecececX 5
3

4
2

3
1

1
8
1

1
1

10

1
0
1

:
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=  حل           −−

zy
dt
dz

zyx
dt
dy

zyx
dt
dx

3

5

4
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++−=

 

   .و روش حذفی گاوس  Mathematica با استفاده از

  مقادير ويژه موهومي) 2
a ( اگـر βαλ i+=1 بـردار ویــژه  .  باشـندV1   حـل چنـین سیـستم معــادلات    .  نیـز موهـومی خواهنـد بــود

)(خطی ' AXX    برابر=

                    )(, '
1211

11 AxxeVXeVX tt ===
−−
λλ

  

   .فرانسيل خطي روبرو را حل كنيدمعادله دي :1-5مثال










+=

−=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

45

6
 

iiIA 25,2502910
45

16
)(det 21

2 −=+=⇒=+−=
−
−−

=− λλλλ
λ

λ
λ:  حل  

)17-1(  
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                                                             ( )
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i
Vi VIA

21
1

25 2
0

2
12λλ 

]                              در نتيجه ] [ ] tiTtiT eixeix )25(
2

)25(
1 211,211 −+ +=−=  

] )فال ] [ ] titi eiceicX )25(
2

)25(
1 211211 −+ ملاحظـه   با استفاده از جمع آثـار   ⇒=−++

  : هم می باشندموهومي و مزدوجمي گردد كه مقادير و بردارهای ويژه 

                                                                                          1212 ,
−−

== VVλλ 
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⇒

−+
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titi

titi

eiceicy
ececx

I
)25(
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)25(
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)25(
1
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  بازنويسي)(

  

    tt e
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t
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tt
t

c
y
x

X 5
2

5
1 2sin2cos2

2sin
2sin22cos

2cos
: 
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+

=







  لريبا بكار گيري فرمول او=

βαλ)ب i+=1 مقادير ويژه ماتريس Aدر سيستم Axx    باشد آنگاه حل چنين سيستم برابر '=

                                                                             
t

t

etBtBX
etBtBX

α

α

ββ

ββ

)sincos(
)sincos(

122

211

+=

−=
 

  كه در آن 

)Im(
2
1;)Re(

2
1

11121111 VVVBVVVB =







+−==








+=

−−
 

   :1-1پروژه 

  .معادلات ديفرانسيلي سيستم را استخراج نموده و بصورت ماتريسي بازنويسي كنيد) الف

                                                                               
)(

)(

1222
''

2

122111
''

1

xxkxm
xxkxkxm

−−=

−+−=  

AXXنشان دهيد كه اين سيستم مي تواند بصورت ) ب   . نوشته شود''=

[ ]
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+
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==

2

2

2
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1

2

1

21
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m
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m
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m
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m
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AxxX T  
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AXXستم فرض شود نشان دهيد كه ي برای سX=Vewtاگر جوابی بصورت    ) پ - مـی    نتيجه''=

  :دهد
20)( ϖλλ ==− whereVIA  

  : جواب بفرم زير استm1=m2=1, k1=3, k2=2هيد با فرض نشان د) ت

                                  itititit ececececX 6
4

6
321 1

2
1
2

2
1

2
1 −−








−
+







−
+








+








= 

  :مي تواند به اين صورت نيز نوشته شود) ت(نشان دهيد كه جواب قسمت ) ث

                  tbtbtbtb
x
x

6sin
1
2

6cos
1
2

sin
2
1

cos
2
1

4321
2

1







−
+







−
+








+








=








 

    
از موقعيـت تعـادل را     m2 و  m1 کرده و جابجـايی جرمهـای     شرايط اوليه زير را به سيستم اعمال      ) ج

  .  محاسبه نماييدtپس از زمان 

                                                               0)0()0(,1)0(,0)0( 2121

..
==== xxxx 

 . كنيدكنترلجواب هاي قسمت هاي الف ب پ ت ث ج را  :Mathematicaبا استفاده از ) چ

,21شكل  xx را براي ) ج( مربوط به بندt=0-10 رسم كنيد . 

  .استفاده كنيد) انيميشن( براي متحرك نشان دادن سيستم  Mathematicaاز

 قطري كردن يك ماتريس 12-1-1

 يـك  P-1AP=Dرا مي توان پيدا كرد كه حاصل ) (P nonsingular، ماتريس  A(n*n)براي يك ماتريس    
  .  را ميتوان به شكل زير تعريف كردn*nدر حالت كلي ضرب دو ماتريس  .ماتريس قطري گردد

                                                         [ ] [ ]nn AXAXAXXXXAAB ........... 2121 == 

12كه در آن ,.... XXXn ستونهاي Bبنابراين اگر .  استP3, P2, P1 ستونهاي P را نمايش دهند و 
   به صورت Dماتريس قطری 

                                                                                         















=

33

22

11

00
00
00

d
d

d
D   

  [d11P1 d22P2 d33P3]=[AP1 AP2 AP3] برابر است با AP=PDباشد حاصل 
  و يا

 AP1=d11P1,AP2=d22P2, AP3=d33P3                                                                                                                             

   

)18-1(  

)19-1(            

)20-1(  
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 Aباشـد آنگـاه    V1, V2, . . ., Vn بردار ويژه مستقل بـه ترتيـب   nداراي  An*nهرگاه ماتريس : قضيه
  . قطري پذير است

  
  :ماتريس زير را قطري كنيد :1-6مثال
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=
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21
31

DPاگر معكوس گردد  

  

   :1-7تمرين
ودن جـواب مـاتريس   بدر صورت مثبت .  قطری پذير است يا نهAص کنيد که آيا ماتريس     مشخ)  الف

 D=P-1AP را چنان تعيين کنيد که D و  Pهای 
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:
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DPحلA

  . نيز بدست آوريدMathematicaجواب را با ) ب
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   مشتقات بردارها و ماتريسها و توابع آنها2-1

n

n

R

x

x
x

X ∈



















=


2

1

      

                                                                                    )( 21 n
T xxxX =  

  
    . باشدX تابعي از Yفرض كنيد 
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)(
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21

212

211

2

1

nm

n
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m xxxy

xxxy
xxxy

Xy

Xy
Xy

XYY


 

   X نسبت به Yمشتق 
                     

nm

nmmm

n

n

m

R

xyxyxy

xyxyxy
xyxyxy

Xy

Xy
Xy

X
Y *

21

22212

12111

2

1

///

///
///

/

/
/

∈


















∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂

∂∂∂∂∂∂

=


















∂∂

∂∂

∂∂

=
∂
∂







  

  . باشدm=1در حاليكه 

)(
21 nx

y
x
y

x
y

X
y

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂    

 : برابرt نسبت به Y باشند، مشتق t توابعي از پارامتر Xاگر المانهاي 

)21-1(  

)22-1(  

  )23-1(  

)24-1(  

)25-1(  
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dt
dX

X
Y

dtdx

dtdx
dtdx
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  : موقعيت يك بازوي دو درجه آزادي صفحه ايمطلوب است مشتق بردار 1-7مثال

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  1-1شكل
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  :برای سرعت نقطه انتهايي اين بازو بدست خواهيم آورد 
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/
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2111

θ
θ

θθθθθ
θθθθθ

θ
θ
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θθθ

θ
 

   مشتقات ماتريسها1-2-1
   و X يك تابعي از Aوقتيكه 

)26-1(  
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   :كه در آن    
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   ;       ),...,,()( 21 nijijij xxxaXaa ==          

  :t نسبت به Aمشتق 
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dt
dX

X
A

dt
dA

∂
∂

=  

  

   دو درجه آزادي صفحه ايايي يك بازويه مطلوب است مشتق بردار سرعت نقطه انت:1-8مثال

dt
dR

dt
d

dt
dR

dt
Rd θ

θ
θ

θ
)(2

2

2

2

∂
∂

+
∂
∂

=  

∑
= ∂

∂
==

∂
∂ 2

1

)(
i

i

i dt
dJ

dt
dJR

dt
d θ

θθ
  

2

212212
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21221211

21221211

2
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1
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.

.

..

)sin()sin(
)cos()cos(

)sin()sin(sin
)cos()cos(cos
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θθθθ
θθθθ
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θθθθθ
θθθθθ
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θ
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dt
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)27-1(  

)28-1(  

)29-1(  

)30-1(  

)31-1(  
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dt
dJ

dt
dJ θ

θ∂
∂

=  

 1-30ترم دوم در معادله 

dt
dJ

dt
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dt
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dt
dR

dt
d θ
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         )2(
)sin(
)cos(

)sin(sin
)cos(cos 2

221
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1
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θθθ

θθ
θθ

θ
θθθ
θθθ
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+−−

=
l
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ll
ll

  

  
  : رابطه زير برقرار استAثابت کنيد برای مشتق دترمينان ماتريس  :ق دترمينان مشت1-7تمرين

{ }
dt

tda
tA

a
tA

dt
d ij

n

i

n

j ij

)(
)(det)(det

1 1
∑∑

= = ∂
∂

=  

  :  تانسورها3-1
  :در نگاشت اسکالرها توسط توابع داريم 

                                                                                 xyyxyx ∆′=∆→ .),(  
اکنون همـين موضـوع را   .  بدست آورد ′yتوان توسط  را ميx در اثر تغييرات yعني تغييرات تابع ي

 توسـط تـابع بـرداري    rبراي نگاشـت ميـدان بـرداري    . نماييم مي در مورد نگاشت بردارها بررسي    
)(rs نيم بنويسيم توا به طريق مشابه مي   :  

                                                                                  rAsrsr 
∆=∆→ .),(  

تواند يک عدد اسکالر باشد، زيرا ضرب يک اسکالر در يک بردار، بـرداري   نمي A چيست؟   Aدر اينجا   
تواند  نميAهمچنين .  درست باشدsي هر تابع دلخواه تواند برادهد و اين نميدر همان جهت ارائه مي   

 Aبنـابراين  . گـردد نـه يـک بـردار    يک بردار باشد زيرا از ضرب دو بردار يک عدد اسکالر حاصل مي      
به عبارت ديگر تانسور بيانگر يـک تبـديل خطـي از يـک            . نامندماهيت ديگري دارد که آنرا تانسور مي      
  شوند؛ به تانسورها توسط ماتريسها نمايش داده مي. باشدميفضاي برداري به فضاي برداري ديگر 

)32-1(  

)33-1(  

)34-1(  
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اي از ماتريسها هستند که ارتباط بين دو فضاي برداري را توصـيف          عبارت ديگر تانسورها زيردسته   
  . کنندمي

  :باشدعمليات رياضي برروي تانسورها به شرح زير مي
 : ضرب تانسور در بردار •

ايـن ضـرب بـصورت      . دهددار ديگري را نتيجه مي    طبق تعريف ضرب تانسور در بردار، بر      
  .باشدضرب ماتريس در بردار مي

 :ضرب اسکالر در تانسور •

گويند، زيرا باعث تغييـر   مي1ضرب اسکالر در تانسور را در اصطلاح گسترش ايزوتروپيک        
  .شود تمامي بردارها به يک اندازه مياندازه

  
                                                                                             ( ) xxx λλλ AAA ˆˆˆ ==  

 
 :جمع و تفريق  •

                                                                                            ( ) xxx BABA ˆˆˆˆ +=± 
 
 :ضرب تانسورها 1-3-1

                                                                             trtssr =⇒== ABBA ˆˆˆ   ,  ˆ 
       

  . توجه کنيدB و Aبه ترتيب تانسورهاي 
 :تمامي قوانين معمولي جبري براي تانسورها هم صادق هستند، به جز جابجايي پذيري •

                                                                                                            ABBA ˆˆˆˆ ≠ 
  

  
  
  
  
  
  
  
  

                                                
1 Isotropic Stretch  

)35-1(  

)36-1(  

  )37-1(   

)38-1(  

)39-1(  
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اگـر فـرض کنـيم     . همانطور که گفته شد تانسورها بيانگر تبديلات خطي بين فضاهاي برداري هـستند            
  :  بعدي تعريف شده باشند، براي نشان دادن يک تانسور داريم3 در فضاهاي s و rبردارهاي 

                                            








++=
++=
++=

⇒
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=

3332321313

3232221212

3132121111

3

2

1

3

2

1

 r    ,    
rararas
rararas

rararas

r
r
r

s
s
s

s 

  :توانيم توسط يک ماتريس نشان دهيم بنابراين تانسور را مي

                                                                                          















=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A 

  ".ماتريس دوران"شود فقط گفته مي" ماتريس بيانگر تانسور دوران"به جاي معمولا براي سادگي مثلا 
   

  : مفاهيم اوليه 4-1
 ، بررسي مفاهيم و روشهاي رياضي مـورد نيـاز ضـروري بنظـر      سيستم هابه  منظور فرموله كردن  

 .ميرسد

  : تعريف مختصات1-4-1
 را x نسبت به Pباشد و مختصات  Rn محورهاي قائم در فضاي x={x1, x2, . . ., xn} و Pاگر بردار 
  نمايش دهند، داريم x[P]بصورت 

                                                                                                  [ ]∑
=

=
n

k

kx
k xPP

1
            

]                     بردار موقعيت در دستگاه متحرك           ] [ ]Tm mPmPmPP 321 .,.,.=           

]                       بردار موقيعت در دستگاه ثابت           ] [ ]TF fPfPfPP 321 .,.,.=   

  :  تغيير حالت مختصات2-4-1
 مـاتريس  Aو  Rn قابهاي مختـصات در فـضاي   M={m1, m2, . . ., mn} و F={f1, f2, . . ., fn}اگر 

n*n بصورت ،Akj=fk.mj  njk ≤≤  داريم Rn در فضاي P تعريف شوند، آنگاه براي هر نقطة 1,
    

                                                                                                     [ ] [ ]mF PAP =  
  كه در آن 

)40-1(  

)41-1(  

)42-1(  

)43-1(  
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mfmfmf
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  :ماتريس دوران 3-4-1

 دوران نمايد، آنگاه F حول يكي از بردارهاي واحد قاب مختصات ثابت        Mاگر قاب مختصات متحرك     
  .نتيجه ماتريس تبديل را ماتريس دوران گويند

f1          حول        
















−=
















==

φφ
φφφ

cossin0
sincos0
001

..0

..0
001

)(
3323

3222
1

mfmf
mfmfAR       

 f2 حول   
















−
=

φφ

φφ
φ

cos0sin
010

sin0cos
)(2Rو حول     f 3















 −
=

100
0cossin
0sincos

)(3 φφ
φφ

φR  

  : دورانهاي مركب4-4-1
حاصلضرب چند ماتريس دوران در هم معرف دورانهاي متـوالي حـول بـردار واحـد اسـت و بـه آن                

 امكان پذير بازوي مكانيكيتوسط دورانهاي مركب، جهت گيري دلخواه دست . دورانهاي مركب گويند 
  . ميشود
  :R  (YPR)، چرخش P و پيچش Yگردش ) تبديل(تغيير حالت .: 1-4-1قضيه

                              )()()()( 112233 φφφφ RRRYPR =   

)44-1(  

)45-1(  

)46-1(  
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  1-2شكل 

  :معادل محور زاويه اي . : 1-4-2قضيه 

 بـه  Uبـردار واحـد    حول Mبر هم منطبق باشند و  R3 دو قاب مختصات عمود در فضاي M , Fاگر 
),( ســمت راســت بچرخــد، انگــاه مــاتريس دوران معــادل محــور زاويــه اي آنφانــدازة  uR φ كــه 

  مي نمايد، عبارتند از  بيان F را نسبت به مختصات Mمختصات 
φφ cos1−=V  

  :دوران پايه : 1-4-3قضيه

  .صورت گرفته باشد fkحول محور دوران  كه معلوم باشد بنحوي Rهر گاه ماتريس دوران 
                                                                  31)(),( ≤≤= kRfR k

k φφ   

  : داريم آنگاه

                                             
















−
−
−

=



 −

=

1221

3113

2332

sin2
1;

2
1)(cos

RR
RR
RR

uRtracearc
φ

φ  

)47-1(  

)48-1(  

)49-1(  
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  مقدمات رياضي 5-1

  وقعيت و جهت يك جسم صلبم 1-5-1
 بـه صـورت زيـر    O-xyzموقعيت جسم صلب نسبت به اين سيستم مختصات ثابت  1-3 شكل   ابق  ط  م

   :شود بيان مي

                                                                                                  















=

o

o

o

o

z
y
x

X 

  . ستوني است3×1 يك بردار Xoكه در آن 
zبراي بيان جهت جسم صلب، از سه محور مختصات        y xb b b,  كه به جسم صلب متصلند، اسـتفاده  ,

   . شود مـي
   

R = [n , t , b]                                                                                                      
. كنـد   بيان مـي O-xyzور كامل و با توجه به مرجع مختصات ثابت  ط جهت جسم صلب را ب Rماتريس  

   : دو به دو بر هم عمودندRتوجه داشته باشيد كه بردارهاي ستوني ماتريس 
                                                                     0,0,0 === nbbttn TTT    

  :ول واحدند طراي نين داچو هم
                                                                                     1,0,1 === btn  

  تبديلات مختصات 2-5-1
    :كنيم  به صورت زير بيان ميO-xyz را با توجه به مختصات ثابت Pمختصات نقطة 

                                                                                                             X
x
y
z

=
















  

′ را با توجه به سيستم مختصات متصل بـه جـسم صـلب،      Pنين موقعيت نقطة    چهم −O x y zb b b  بـا ،
    :دهيم  زير نشان ميطة راب

                                                                                                                     X
u
v
w

b =
















  

OABطريق نقا طاز      .  رسيدPتوان به نقطة   مي,,′

                                                                                             OP OO O A AB BP
→ → → → →

= ′+ ′ + +  
OPكه در آن  X

→
OO و = Xo′ =

→
   :يمفوق را به صورت زير بازنويسي كنتوانيم عبارت  مي.  است

)50-1(  

)51-1(  

)52-1(  

)53-1(  

)55-1(  

)54-1(  

)56-1(  

)57-1(  
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                                                                                          X X un vt wbo= + + +  

   :شود نيز نتيجه مي) 1-55( و )1-57( ط كه از رواب

  
                                                                                                            X X RXo

b= +  
  :كنيم ضرب مي يشپ است، Rماتريس ة  كه ترانهادRTرا در ماتريس ) 1-58(رفين معادلة  ط 

   
                                                                                               R X R X R RXT T

o
T b= +  

Rو ماتريس حاصلضرب ) 1-52 (و)1-53(ط  رواببا توجه به RT رف راست خواهد شد ط در:      
   

                                                                       R R
n n n t n b
t n t t t b
b n b t b b

T

T T T

T T T

T T T
=

















=
















1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

  :شود به شكل زير خلاصه مي) 1-59 (ةبنابراين معادل
    

                                                                                                    X R X R Xb T
o

T= − +   

  
  تبديل مختصات: 1-3شكل                                        

  
 ترانهـادة آن  ط به راحتي توسمتعامدريس  عكس يك مات  نشان مي دهد،  ) 1-61(ة  وري كه معادل    طهمان

    :آيد ماتريس به دست مي

                                                                                                           TRR =−1  

)58-1(  

)59-1(  

)60-1(  

)61-1(  

)62-1(  
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  نگتبديلات هم 3-5-1
  ا به ياد آوريدبه دست آمده ر) 1-58 ( ةتبديل ماتريسي كه از معادل

                                                                                                         X X RXo
b= +  
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     4×4و ماتريس 
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  :توان به صورت زير نوشت را مي) 1-58( بنابراين معادلة
                                                                                                            X AXb=  

    :يعني
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   انعطاف پذيرماتريس 4-5-1
   بردار افزايش يافته زير نمايش خواهيم دادموقعيت يك نقطه در فضاي كارتزين را با

                                                                                                       [ ]Tzyx1    
]سيستم مختصات  ] izyx روي لينك i وري كـه  بط ـ،باشد واقع مي iO    در (در انتهـاي لينـك

   در حالت تغيير فرم نيافته باشدتير خنثي آن منطبق بر محور xمحور داشته وقرار )  پايهسمت 

)63-1(  

)64-1(  
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ηi)(زمـاني كـه تغييـر شـكل داده اسـت در       از ابتداي لينـک،  η فاصله  ام به iنقطه اي روي لينک     
i h 

ηi)( با Ojموقعيت نسبت به مبدا مختصات     . خواهد بود 
j h        مـشخص مـی شـود کـه اگـر نـسبت بـه 

                  .ی شود نشان داده مηih)(مختصات پايه حساب شود با 
i

i
i

j
i

j hWh =                                           i
i

ii
i

ii hWhWh == 0               

 























=

j

i
j

j

j

T

i
j

z
Ry

x
W

01

 

  
  1-5شكل

    :كنيم ميانتقال به علت حركت و تغيير مكان به علت انعطاف پذيري لينك را از هم جدا 
                                                                     jjjjjj AWAEWW 111

ˆ
−−− ==   

 
 

Aj : بين دو لينک مفصلماتريس تبديل مربوط به j-1,j  
Ej-1 : ماتريس تبديل مربوط به انعطاف پذيري لينکj-1.   

1
ˆ

−jW: 1 جمع تبديلها از مختصات پايه تا
ˆ

−jO 1در انتهاي لينك- j  

x 

y 

z 

Oi 

)65-1(  

)66-1(  

)67-1(  

  1-4شكل 
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  1-6شکل                                                   

1
ˆ

−jO   1لينك   روي−j          واقع است، و در حالتي كه تغيير فـرم نداشـته باشـيم [ ] 1ˆˆˆ −jzyx 
]موازي با ] 1−jzyx  ،1بطوريكه محور  خواهد بود−jx 1 منطبق برˆ −jx باشد مي.  

ايـن روش بـراي تغييـر     . (براي داخل كردن تغيير فرم لينك روش آناليز مودال را دنبال خواهيم كـرد             
همانطور که گفتـه شـد جابجـايي لينـک در اثـر انعطـاف       . )گيرد فرمهاي كوچك مورد استفاده قرار مي    

ηi)(يری با پذ
i hشود اين بردار به صورت زير مشخص می. گردد مشخص می:  

                                                                                             

 ∑
=
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j

ij

ij
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iji

i
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x

h
1

)(
)(
)(

0

0
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1

)(

η
η
η

δ
η

η  

ijijij zyx iiiجابجايي : ,, zyx   .امjام در اثر مود i روي لينک  ,,
ijδ :مود  مربوط بهمتغير زماني ميدان نوسان jلينک  ازام iام.  

mi : تعداد مودهاي مورد نياز براي بيان انحناي لينکiام.  

تبـديل  .  داريـم Eنياز به ماتريس انعطاف پذيري      ) 1-65( با توجه به رابطه      ηih)(برداربرای يافتن   
  :مربوط به انعطاف پذيري بصورت زير بيان مي گردد
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   :کھ در آن
              )70-1(                                                                                               

)68-1(  
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  :در اين ماتريسها
xijyijzij θθθ   . باشندام میi طول لينک Liام و jام در مود i مربوط به لينک zi ,yi ,xiچرخش حول : ,,

 را ηih)(استفاده کرده و ) 1-66(توان از تبديل مختصات    می θرخشی  بنابراين با داشتن زوايای چ    
  .پيدا نمود

  بر حسب زمان خواهيم گرفتمشتق ) 1-65(براي به دست آوردن سرعت يك نقطه لينك، از عبارت 
.... )( i

i
ii

i
ii

i
ii

i hWhWhWh
dt

dh
+===  

jjjjj AWAWW 
11

ˆˆ
−− +=   

                                                                                     j1jj1jj1jj AŵAŵ2Aŵw  −−− ++=  
  :که در آن

                                                                                                                   

 2
jj

2
2j

jjj

q/AU

;q/AU

∂∂=

∂∂=

qA

qUA jjj


j

2
j2jj UqU +=

=
 

  : داريمjŴ,  jŴنين براي محاسبه همچ
,ˆ

jjj EWW =  

,
ˆ

jjjjj EWEWW  +=  

,2ˆ
jjjjjjj EWEWEWW  ++=  

  :داريم) 1-69(با مشتق گيري از معادله 

∑
=

=
jm

k
jkjkj ME

1

δ  

∑
=

=
jm

k
jkjkj ME

1

δ  

  
 ي انعطاف پذير بازوي تك لينك1-9مثال

بـراي بـازوي   .  مي كنيم  استخراج را   معادلات سينماتيك بازوي تك لينك انعطاف پذير       در اين قسمت    
  :سينماتيك به صورت خواهند بودروابط مورد نظر 

)71-1(  

)72-1(  

)73-1(  

)74-1(  

)75-1(  
)76-1(  

)77-1(  

)78-1(  

)79-1(  
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ˆ EAW
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  :بصورت زير بيان كنيم  را 1Eو  1Aكه در آنها 
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 [ ]1212111111 MMHE δδ ++=                                                                             
1112مود شكل تابع  تا 2براي اين تك لينك     ,δδ     را براي بررسي چگونگي تغيير فـرم لينـك بـه علـت 

11112در اين رابطه  .ايم انعطاف پذيري آن در نظر گرفته ),(),( HMM ηη عبارتند از:  
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 ي لينك ـدومعادلات سينماتيك بازگشتي بازوي در اينجا  : بازوي دو لينكي انعطاف پذير 1-10مثال  
  : سينماتيك به صورت خواهند بود روابطبراي بازوي مورد نظر.  مي كنيماستخراج را پذير انعطاف

22112

2112

111
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ˆ

ˆ

EAEAW

AEWW
EAW

AW

=

=
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=

 

  :اختيار مي كنيمبصورت زير  را 2E و 2Aو   1E و 1A كه در آنها

)80-1(  

)81-1(  
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[ ]1212111111 MMHE δδ ++=                    [ ]2222212122 MMHE δδ ++=  
1112  يعني مود شكل تابع تا2 هر لينكبراي  ,δδ  2122و ,δδ براي بررسي چگونگي تغيير فرم لينك 

11112  هادر اين رابطه .كنيم تعريف مي ),(),( HMM ηη  22122و ),(),( HMM ηηعبارتند از:  
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   انعطاف پذيربازوهايمعادلات لاگرانژ و ديناميک  6-1

. کنـيم براي بدسـت آوردن معـادلات دينـاميکي بـازوي انعطـاف پـذير از روش لاگرانـژ اسـتفاده مـي            
  :باشددانيد معادله لاگرانژ به فرم زير ميهمانطور که مي

                                                                        Q
q
L

q
L

dt
d

=
∂
∂

−







∂
∂
    

  که در آن 
                                                                           VKL −=  

K انرژي جنبشي و Vباشد انرژي پتانسيل سيستم مي .  
 

  : انرژي جنبشي) الف
براي المان جـرم  (ام المان انرژي جنبشي i ينککنيم؛ براي لانرژي جنبشي سيستم را محاسبه مي     ابتدا  
dm (برابر است با:  

                                                                                          { }T
iiTr.d

2
1d hh mki = 

 

)82-1(  

)83-1(  

)84-1(  
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  :نتيجه مي شود1-71با توجه به رابطه 

                        { }T
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T
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T
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i 2Tr.d

2
1d WhhWWhhWWhhW  ++= mki   

 :داريم) 1-68( که در آن مشتق گيري از رابطه

                                                                                   [ ]∑
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=
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i zyx
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T0δh  

mi باشد تعداد مودهاي ارتعاشي در نظر گرفته شده مي .  
  :گرددجنبشي کل سيستم بصورت زير محاسبه ميانرژي 
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  : که در آن

[ ] [ ] ηµδδηµ d00
2
1

 ,   ..
2
1

0

T

1 1
0

T
1 ijijij

l
ikikikikj

m

j

m

k
ikjikij

l
i

i
i

i
i zyxzyxd

i
i i

i

∫∑∑∫ ===
= =

CChhB   

[ ] [ ] ηηµδδδηµ d0001
2
1 ,   ..

2
1

0

T

1 11
0

T
2 ijijij

l
ij

m

j

m

k
ikjijik

m

j
ijij

l i
i

i
i zyxd i

i ii
i

i ∫∑∑∑∫ =+==
= ==

CCChhB 

[ ] [ ] [ ] ηηηµδδδηµ d001001
2
1

 ,   ..
2
1

0

T

1 11

T

0

T
3 ∫∑∑∑∫ =+++==

= ==

i
i ii

ij

i

i

l
i

m

j

m

k
ikjijik

m

j
ijiji

l i
i

i
i d CCCCChhB  

توجـه کنيـد کـه    . قابل تحقيق اسـت ) 1-68( با توجه به رابطه B3i و B1i ، B2i  يهاسمت راست رابطه
 داراي ترم هاي ماتريس تانسور اينرسي هستند و به همان صـورت نيـز    Cij و   Ci  ،Cikjماتريس هاي   

هايي در راستاي محور اين ماتريسها در اينجا با ساده کردن شکل لينکها به صورت ميله. کنندعمل مي
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 2δ داراي ترمـي متـشکل از      B3iهمچنين دقـت کنيـد کـه        . گرددروش هاي المان محدود محاسبه مي     
  .گردد در محاسبات بعدي از آن چشم پوشي ميδاست که با توجه به کوچک فرض شدن مقدار

  
 :انرژي پتانسيل) ب

قسمت اول انرژي پتانسيل الاسـتيک  و قـسمت    . گرددنسيل سيستم از دو قسمت تشکيل مي      انرژي پتا 
  . باشدمينرژي پتانسيل ناشي از گرانش ديگر ا

  
  :انرژي پتانسيل الاستيک1-6-1
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در نظر بگيريد که دچار تغييـر شـکلي کوچـک    ) هاxلينک در راستاي محور     (ام  iاي را روي لينک     نقطه
 و zi و yi هـايي حـول محورهـاي    2انـرژي پتانـسيل را بـراي خمـش    . گـردد ميدر اثر انعطاف پذيري     

- به دليل کوچک بودن مقدار آن در نظر گرفتـه نمـي  4فشردگي. کنيمحساب مي xi حول محور  3پيچش

  : المان انرژي پتانسيل برابر است باdηدر طول .شود
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  :انرژي پتانسيل مربوط به گرانش 2-6-1
 : انرژي پتانسيل گرانشي برابر است باdηبراي المان ديفرانسيلي 
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  :شتها و جمع انرژي پتانسيل همه لينکها خواهيم دااز انتگرال گيري در طول لينک
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  .نمايدبيان مي

  
  محاسبه معادله لاگرانژ 3-6-1

به انرژيهاي جنبشي و پتانسيل بدست آمده معادلـه لاگرانـژ را بـه فـرم     ) 1-82( در رابطه   Lبا تفکيک   
  :زير خواهيم داشت

  :ي لاگرانژ براي مفاصل معادله. 1

                                                             j
j

g

j

e

jj

F
q
V

q
V

q
K

q
K

dt
d

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−










∂
∂


 

  : ي لاگرانژ براي تغيير شکل معادله. 2

                                                             0=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−










∂
∂

jf

g

jf

e

jfjf

VVKK
dt
d

δδδδ
   

  :در اين معادلات

( ) )

,

2Tr2

11

1

1 1

∑∑

∑

∑ ∑∑

==

=

= ==

+++=

+=


























++

∂
∂

=
∂
∂

−






∂
∂

ii

i

i i

m

l
ilkil

m

k

T
ikikikii

m

l
ilkilikik

m

k

m

k

T
iikik

T
iikik

T
ii

j

i
n

jijj qq
K

q
K

dt
d

CCCCG

CCD

WDWDWG
W

δδ

δ

δδ 


  

   .به دست آورد 1-72 و 1-71توان از رابطه  را ميW و Wدقت کنيد که 
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لات دينـاميکي معکـوس    معاد) 1-94 ( و )1-93(بنابراين با جايگذاري روابط فوق در معادلات لاگرانژ         
  . آيدبازوهاي انعطاف پذير بدست مي

و متغيرهاي  qدر اينجا معادلات سينماتيك را به منظور جداسازي مشتقات دوم متغيرهاي مفصل   

ii ی مربوط بهاز عبارتها δتغيير فرم  WW  توان ماتريسهای يـاد شـده   اين کار مي با .دهيم  بسط مي,ˆ
 را به روش متفاوت بوجود iŴ حاصلضرب تبديلهايي كه بتداا. ازگشتي محاسبه نمود  را به صورت ب   

  .گيريم آورد در نظرمي مي
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  . خواهيم كرد

 به اين مورد توجـه مـي   هاي مفصل ضرايب اينرسي متغيرهاي مفصل در معادله     براي بدست آوردن    

 در رابطـه     jqتمام مواردي كه    كنيم كه   
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K
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Tدر عبـارت ،  وجـود دارد ∂
iW قتـي ايـن    و.  قـرار دارد

تعويض ترتيب اين  .آيد  بوجود ميh وiشوند يك تابع مجموع دوتايي با شاخصهاي  جملات جدا مي  
  :تابع مجموع بصورت زير خواهد بود
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  : عبارت است ازj در معادله مفصل hqضريب نتيجه شده براي متغير مفصل 
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 توجـه داريـم كـه    ي متغيرهاي تغيير شكل در معادله تغيير فرم ضرايب اينرس  براي بدست آوردن  
  f,jدر معادلـه    k, hيب را نشان دهـيم، يعنـي ضـريب متغيـر     اتوانيم تقارن ضر دراينجا نيز مي

 در iW جاگـذاري مقـدار بدسـت آمـده بـراي      . باشـد   ميk,h در معادله f,jبرابر ضريب متغير   

مده براي   آرابطه بدست   
jf

K
δ∂
ويض  و جداسازي مشتقات مرتبـه دوم متغيرهـاي تغييـر فـرم و تع ـ             ∂
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                                                                { } { } { }BCATrCABTrABCTr ==  
IRR هستند، بنابراين تعامدعلاوه بر اين ماتريسهاي دوران در ماتريسهاي تبديل         T

ii  I  كه=
  .واحد است  3*3يك ماتريس 

hjبراي  mkmf ≤≤≤≤   : داريم1,1

براي { }nkfnfnk

nj

CTrI
mkmfnhj

2

,...1;,...1;

=

====
 

براي { }jkf
T
jkh

j
jfjfjk

nj

CMMTrI

mhmfnhj

+Φ=

==−==

2

,......,1;,......,1;1,......,1
 

براي { }T
nnkn

j
jfjjfnk

hj

WDWMWTrI

mhmfnjnh

2

,......,1;,......,1;;1,......,1;

=

==−==  

براي [ ]{ }T
hhkh

jT
hkh

j
jfjjfhk

nj

WDWMMWTrI

mhmf
njhnj

+Φ=

==
−+=−=

2

,......,1;,......,1
;1,........,1;2..,,.........1

 

1,.......,1براي در روابط بالا  −= nh, 1,.......,1 −= nj:  

∑
++=

=Φ
n

hji

T
i

h
ii

j
h

j WGW
)1,1max(

  

 تا زماني كه ماتريس . مي پردازيمروابط بازگشتي در محاسبه ضرايب اينرسياكنون به بررسي 
2به به اينرسي يك ماتريس مربعي است براي محاس

tn جمله نياز دارد كه tn  تعداد كل متغيرها
  .باشد مي
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بـه  ) مـستقل ( تعـداد جمـلات مجـزا از هـم      اسـت، اين واقعيـت كـه مـاتريس متقـارن      با استفاده از    
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 سازي خطي شود، ماتريس اينرسي پيچيدگي وابـسته بـه       متغير شبيه  tnديناميك معكوس بتواند در     
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    :شود بنابراين براي رسيدن به هدف اين فصل معادلات به صورت كامل در شكل زير نظر گرفته مي
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J = ن بصورتي منظم براي ضـرب كـرد  ،تعريف شده  كه در قبل   يبي مركب از ضرا   ,ماتريس اينرسي 
  Zدر
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jR :    جملات مربوط به وجوه ديناميك از معادله مفصلj)    كـه بـا خـارج    ) معادلـه دينـاميكي مفـصل
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   توابع خاص 7-1
ي توابعي هستند کـه غالبـا مقـدماتي       درياضيات کاربر ل مهم در   معادلات ديفرانسي  ازجوابهاي بعضي   

ي خواص انبوده با سري همگرا مي باشند و در حالتهاي خاص جوابهاي چند جمله ايي هستند که دار           
توابـع  « ه اين گونه توابـع  ست ، باجالبي مي باشند که از مهمترين آنها خاصيت تعامدي اين جمله ايها    

  . فصل به بررسي اين گونه توابع مي پردازيم در اين. مي ناميم » خاص 
  

  معادله لژاندر 1-7-1
  معادله ديفرانسيل مرتبه دوم 

                                                              0)1(2)1( '"2 =++−− yppxyyx   
 ، يک نقطه عادي معادله  x = oنقطه . مي ناميم  يک عدد حقيقي است را معادله لژاندرP که در آن 

  .ي جوابي به صورت زير مي باشد ا مي باشد ، بنابراين دار)1-121(ديفرانسيل 
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"'با بدست آوردن .  مي باشد1حداقل برابر   (121-1)پس شعاع همگرايي سري  , yy از روي y  و  

  :جايگذاري در معادله ديفرانسيل خواهيم داشت
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21  که به اين ترتيب , yyبه صورت زيربدست مي آيد   
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  .براي محاسبه شعاع همگرائي سريهاي فوق داريم 
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  .  همگرا هستند x>1ه هر دو سري براي نتيج
 
  چند جمله ايهاي لژاندر 2-7-1

  آنگـاه مطـابق   m = p  صحيح و نامنفي باشد و قـرار دهـيم     p، عدد ) 1-120(اگر در معادله لژاندر 
  .داريم ) 1-123(فرمول بازگشتي 

                                  .....   ،2، 1 ، o = n                        nn a
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nmnma
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02 از رابطه ي فوق داريم m=  nکه به ازاي  =+na بنابراين   
                                                                                           0...64 === ++ mm aa 

m   1)(   زوج باشدجواب xy  يک چند جکله اي درجه m است و اگر m 2)( فرد باشد، جواب xy  يـک 
 يعنـي ضـريب جملـه بـا     maضرائب چند جمله اي ها را بر حـسب  .  مي باشد    mچند جمله اي درجه     

  :  را به صورت زير تعيين مي كنيمma .بيشترين توان مي توان بدست آورد
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ma                بدسـت مـي    را بفرم فوق انتخاب کرده ايم زيرا تمام چند جمله اي هاي لژاندر که به ايـن ترتيـب 
  . مي باشد 1  برابر x = 1آيند ، مقدارشان به ازاي 
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  و بطور کلي خواهيم  داشت

                                                                           
)!2()!(!2

)!22()1(
2 kmkmk

kma m

k

km −−
−−

=−  

 .کنيم  نشان داده و بفرم زير تعريف مي  xPm)(  را باmچند جمله اي لژاندر از درجه 
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  خواص چند جمله اي هاي لژاندر 3-7-1
  .يک مجموعه متعامد مي باشد ) -1 ، 1( مجموعه چند جمله اي هاي لژاندر در بازه  -1
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 چند جمله اي هاي لژاندر در فرمول بازگشتي زير صدق مي کند -2
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)()()12()()1( 11 xmPxxPmxPm mmm −− −+=+              ,..2,1=m  
xxPxPکه از فرمول فوق با داشتن   == )(,1)(  تـوان بدسـت    چند جمله اي هاي لژانـدر را مـي  10

  .آورد 
 مي توان نشان داد که  -3

[ ]m
m

m

mm x
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m
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1)( 2 −=                        ,...2,1,0=m  

از فرمول فوق نيز مـي تـوان چنـد جملـه اي لژانـدر را              .مي ناميم » فرمول رودريک   « فرمول فوق را    
  .بدست آورد 

 
  معادله هرميت 4-7-1

  وممعادله ي ديفرانسيل مرتبه د
                                                                                                  022 '" =+− pyxyy  

از مـشاهده معادلـه فـوق     .مـي نـاميم   » معادلـه هرميـت   «   يک مقدار ثابت مي باشد را pرا که در آن  
 مي باشد پس داراي جوابي به فرم زيـر  ) )1-136(عادله   يک نقطه عادي مo  = xنتيجه مي گيريم که 
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  . همگرا ست xکه به ازاي هر 
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  .بصورت زير بدست مي آيد  ) 1-137( و جوابهاي معادله 
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  .باشند  همگرا مي xسريهاي فوق به ازاي هر 
  
   . چند جمله اي هاي هرميت 5-7-1

در ايـن   . m =  pعددي صحيح و نامنفي باشد و قـرار دهيـد   p  )1-138(ديفرانسيل  اگر در معادله يا
 . است mچند جمله اي از درجه ) 1-142(صورت يکي از جوابهاي 

  شود m2 برابر mxاين چند جمله اي وقتي که در ضريب مناسبي ضرب شود و به طوريکه ضريب  
  . نشان مي دهيم x( Hm(مي ناميم و آنرا با  » mچند جمله اي هرميت درجه «

  مانند چند جمله اي هاي لژاندر مي توان نشان داد
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داراي » معادلـه شـرودنيگر   « وابهـاي  چند جمله اي هاي هرميت در مکانيـک کوانتـومي در مطالعـه ج         
  .اهميت زيادي مي باشد 

  
  تابع گاما 6-7-1

   بصورت زير تعريف مي کنيمo > αنشان مي دهيم براي مقادير  αΓ)( تابع گاما را که با
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  له بسلمعاد 7-7-1
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  داريم  مي پردازيم،)1-153(حال به محاسبه ضرايب در
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n xaxy 

1)(با محاسبه مشتقات xy و جايگذاري آنها در (I)داشت خواهيم   
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  كه از آن داريم
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01 پس p≤0چون  =aبنابراين از فرمول بازگشتي فوق داريم   
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  و در حالت كلي
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1)(پس جواب xyبصورت زير در مي آيد .  
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  .  برقرار استx<0 بوده و جواب فوق براي R=∞شعاع همگرايي سري فوق 
xJ)( را با P تابع بسل نوع اول مرتبه -1-7تعريف  pنشان داده و با انتخاب   
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  :بصورت زير تعريف مي كنيم
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  .كه آنرا بفرم زير مي نويسيم
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prبراي بدست آوردن جواب ديگر معادله بسل به ازاي        pp به جاي (II) در معادله =−  قـرار  ,−

 و طي مراحلي مشابه حالت قبـل بـه جـواب    (159-1)داده و با مشتق گرفتن از آن و با جايگذاري در            
  .ر مي رسيمزي
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كه با انتخاب 
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a pجواب فوق بصورت زير در مي آيد.  
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−→∞آنگاه x→0ضمنا وقتي كه . همگراستx<0كه سري فوق براي  )(xJ p  
xJ)(هر جواب معادله بسل كه با جواب    ::2-7 تعريف p در(III) 0بر بازه>x  مستقل خطي باشـد 

بنابراين جواب عمومي .  نشان مي دهيم xYp)( با    ناميده مي شود و آنرا     pتابع بسل نوع دوم مرتبه      
  .معادله بسل را بفرم زير مي نويسيم

                                                                                        )()( 21 xYCxJCy pp += 

  .آيد تابع بسل مرتبه صفر بدست مي (III) از p=0به ازاي 
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  . تابع بسل زير بدست مي آيدp=1همچنين به ازاي 

                                ∑
∞

=

+ −+−=
+

−
=

0

5312
1 .....)

2
(

!3!2
1)

2
(

!2
1

2
)

2
(

)!1(!
)1()(

n

n
n xxxx

nn
xJ  

 
  . جواب عمومي معادله بسل زير را بدست آوريد:1-11 مثال
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معادله فوق، معادله بسل مرتبه      : حل
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  .رت زير استبنابراين جواب عمومي بصو. معادله بسل فوق خواهد بود
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   خواهيم داشت(III) كه با توجه به 
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)(با جايگذاري عبارت فوق در 
2
1 xJ و با توجه به اينكه   
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  در نتيجه
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  مين ترتيب مي توان نشان داد كه  هبه
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  :ت زير در مي آيدرپس جواب عمومي بصو
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   خواص تابع بسل8-7-1
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  1-8 تمرين
  .نشان دهيد چند جمله اي هاي لژاندر در رابطه بازگشتي زير صدق مي كند  -1

                                                             )()()12()()1( 11 xnPxxPnxPn nnn −+ ++=+ 
  . يك مجموعه متعامد هستند(1,1-)  ثابت كنيد مجموعه چند جمله اي  لژاندر بر بازه-2

                                                            ∫−
=

1

1
0)()( dxxPxP mn                    nm ≠ 

  
   تابع گرين 8-1

تـوان معـادلات را حـل    در حل معادلات ديفرانسيل همگن با استفاده از تبديلهاي فوريه و لاپـلاس مـي         
توان از يـک تبـديل انتگرالـي کـه     غير همگن مي) معمولي و جزيي(براي حل معادلات ديفرانسيل    . نمود

به عبارت ديگـر اگـر بـراي يـک معادلـه      . شود استفاده نمودتوسط تابعي به نام تابع گرين تعريف مي       
 يک تبديل توانيم آن معادله ديفرانسيل را باديفرانسيل غير همگن تابع گرين آن را بدانيم به راحتي مي        

 براي روشن شدن موضوع يک معادله ديفرانسيل را به صورت کلي زير در نظـر            .يمانتگرالي حل نماي  
  :بگيريد

                                                                                                )()()( xfxuxL = 
 يـک  f(x)کند و  عمل ميu(x) اپراتور ديفرانسيلي خطي است که بر تابع   L(x)در اين رابطه      

)164-1(  
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 است به طـوري کـه      u(x)بنابراين هدف يافتن    . باشدي ناهمگن مي  تابع مشخص در طرف دوم معادله     
  :توانيم بنويسيم مي) 1-164(براي حل معادله . صدق کند) 1-164(در رابطه  ديفرانسيلي 

 )165-1(                                                                           )()()( 1 xfxLxu −=
  :توان نتيجه گرفتمي. باشد ميL معکوس انتگرالي براي اپراتور ديفرانسيلي L-1که   

                                                                                                  ILLLL == −− 11 
   

     تعريف) 1-166(ي اکنون اپراتور معکوس انتگرالي را به صورت معادله. باشد مي5 هماني اپراتورIکه 
رود اين اپراتور نيز بيانگر ضـرب و انتگـرال   همانند اپراتوري که در تبديل لاپلاس به کار مي     . کنيممي

xjeايع هـسته در اپراتور تبـديل لاپـلاس از تـاب        . باشد مي 7 در تابع اپراند   6ايگيري يک تابع هسته    ω− 
);(استفاده مي شود و در اينجا  xxG   .اي استفاده شده است بعنوان تابع هسته′

                                                                                 { } ( ) ( )∫ ′′′=− xdxfxxGfL ;1 

);(ي  هسته xxG );(دقت کنيد که تـابع  . شود ناميده ميL تابع گرين متناظر با اپراتور ′ xxG  يـک  ′
 است که انتگرال u(x)ي تعريف تابع ي دلخواه روي دامنه يک نقطه′x. است′x وxتابع از دو متغير 

  . شودگرفته مينسبت به آن 
- تعريف مـي 8 در اين رابطه به صورت تابع دلتاIاپراتور هماني  . توجه کنيد  1-166ي  اکنون به رابطه  

  دانيمگردد؛ زيرا همانطور که مي
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xdx
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  :توان نتيجه گرفتمي) 1-166(ي ني اپراتورها در رابطهبا جايگزي
                                                                                         ( ) ( )xxxxGxL ′−=′ δ;)( 

  :بدست آورد) 1-169(ي توان از رابطهرا مي )1-165(اکنون حل معادله 

                                                                                          ( ) ( )∫
∞

∞−

′′′= xdxfxxGxu ;)( 

)  :زيرا  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=′′′−=′′′=′′′= )(;;)( xfxdxfxxxdxfxxLGxdxfxxGLxLu δ  

                                                
5 Identity Operator 
6 Kernel Function 
7 Operand  
8 Delta Function 
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 نيـست، بلکـه ايـن    u(x)کند و جـوابي از   صدق نمي)1-165(ي بايد دقت کرد که تابع گرين در معادله      
ي روي بـازه   )1-165(ي اگـر معادلـه ديفرانـسيلي        به طور کل ـ  . کندصدق مي ) 1-168(تابع در معادله    

[a,b]با شرايط مرزي :  
                                                                                               0)()( =+ bBuaAu    

   :رين آن داراي مشخصات زير استگ يک نقطه در اين بازه باشد، تابع ′xتعريف شده باشد و
);(تابع   )1 xxG xxaهاي   در بازه  ′ bxx و ≥>′ )(0 جوابي از معادلـه  ′>≥ =xLu 

  . است
2( );( xxG ),(),(0کند يعني صدق مي) 8( در شرط مرزي ′ =′+′ xbBGxaAG 

3( );( xxG ′ ،);( xxG ′′ ، ... ،);()2( xxG n  .اند پيوسته[a,b] روي −′

4( );()1( xxG n xx پيوســته اســت مگــر در [a,b] بــرروي تمــام −′  کــه در آنجــا پــرش =′
)(/1 0 xa   . دارد−′

)(0 در معادله u(x)با توجه به اينکه براي صدق تابع     =xLu لازم است u(x) و مشتقات اول تا )n-
بـه مشخـصه   (کند ي همگن نيز صدق نمي در معادلهGي تعريف پيوسته باشند، تابع      ام آن بر بازه    )1
  ). دقت کنيد1

 مثال  براي.باشددي داراي تعبيرفيزيکي مي  تابع گرين براي بسياري از اپراتورهاي ديفرانسيلي کاربر       
  :ي زير در نظر بگيريداپراتور لاپلاسين دو بعدي را مطابق معادله

                                                                                                2
2

2

2
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2
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x
u

x
uu

∂
∂

+
∂
∂

=∇  

 :شودي زير داده ميتابع گرين براي اين اپراتور با رابطه

                               ( ) rxxG ln
2
1;
π

−=′          ,  




 ′−+





 ′−= 2211 xxxxr  

. کنـد  قرار دارد بيان مـي ′xاي که در با توجه  به منبع بار نقطه xي  اين تابع گرين پتانسيل را در نقطه      
ي محـل  ي منبـع و نقطـه  بين نقطـه ) تفاضل برداري  (فاصلهشود تابع گرين تنها به      چنانکه مشاهده مي  
  .ميدان بستگي دارد

 بيـانگر جابجـايي   9بعنوان يکي ديگر از تعبيرهاي فيزيکي، تابع گرين براي مثـال در تحليـل الاسـتيکي           
 است، و يا در انتقـال حـرارت تـابع    ′xدر نقطه  از جسم الاستيک در نتيجه اعمال واحد نيروxي نقطه

  . کند بيان مي′x با توجه به منبع گرما در نقطه منبعxما را در نقطه گرين د
  
  در فضاي بينهايت و در فضاي محدودتابع گرين  1-8-1

                                                
9 Elastostatics 

)171-1(  
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. اي به شرايط مرزي در بدست آوردن تابع گرين نکرديمدر بررسي هايي که تا کنون انجام شد اشاره
  باشيم؛ )1-169(ل يک جواب عمومي براي معادله ه به دنبااينگونه تحليل هنگامي صحيح است ک

                                                                                      ( ) ( )xxxxGxL ′−=′ δ;)(  
باشد و به همين دليل به آن تابع گرين جواب عمومي بدست آمده مستقل از هرگونه شرايط مرزي مي        

تـوانيم تـابع گـرين را بـراي شـرايط      با اين وجود مـي . شود گفته مي10)بدون مرز(ي بينهايت   در فضا 
  :واقعي در فضاي محدود با اضافه کردن جواب خصوصي به آن در نظر بگيريم

                                                                                  ( ) ( ) ( )xxGxxGxxG R ′+′=′ ;;; 0 
     :که 
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( ) ( )xxxxGxL

xxGxL R
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G0 پاسخ عمومي و GRاز آنجا که .  پاسخ خصوصي استGR  يک پاسخ همگن است، شامل مقادير
  . سازندثابت خواهد بود که شرايط مرزي را براي مساله برآورده مي

  
  :ي هلم هولتز را در شرايط سه بعدي در نظر بگيريدمعادله 1-12مثال

                                                                                                            ( ) 022 =+∇ uk 

2:  اپراتور لاپلاسين است∇2که در آن 
3

2

2
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xxx ∂
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∂
∂

+
∂
∂

خواهيم تابع گرين عمومي را مي. ∇=

  :داريم)  )1-169(در اين حالت با توجه به معادله . براي اين معادله بدست آوريم
                                                                                            ( ) ( )xxxxGxL ′−=′ δ;)(  

ع دلتا در اينجا سه بعدي است و از ضرب تابع دلتـا بـراي هريـک از بعـد هـا بـا هـم                 دقت کنيد که تاب   
  :شودتعريف مي

                                                              ( ) ( ) ( ) ( )332211 .. xxxxxxxx ′−′−′−=′− δδδδ  
ردن براي بدسـت آو . اين تابع فقط در مبدا مختصات داراي مقدار يک و در بقيه نقاط فضا صفر است          

 :کنيمتابع گرين عمومي براي اين مساله از تبديل فوريه استفاده مي
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 .  بردارهاي سه بعدي هستندq و rکه در آن هر يک از متغيرهاي 

                                                                                                           22)( kxL +∇= 
                                                
10 Free Space Green’s Function 
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  :با به کارگيري تبديل مستقيم فوريه براي تابع گرين داريم
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  :کنيموريه استفاده مياز تبديل معکوس ف) فيزيکي(براي بدست آوردن تابع گرين در حوزه زمان 
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jqr
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براي .  نيز بستگي داردq که علاوه بر اندازه، به جهت  است11ي ايزوتروپيکاين يک انتگرال فوريه

 پاسخ عمومي انتگرال ايزوتروپيک فوريه را بصورت زير ارائه 12بدست آوردن اين انتگرال، بارتون
  :داده است

( )∫∫
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∞−

=
0

)sin(.4)( dqqRqfq
R

def j πqq qr  

  :با استفاده از اين رابطه خواهيم داشت.  استq اندازه بردار q و rي بردار  اندازهRکه در آن 

 
  :با توجه به اينکه انتگراند يک تابع زوج است

 

 
 : داريمsin(qR)اکنون با بسط 
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  :توان بدست آوردها مي را با استفاده از روش ماندهI2 و I1انتگرالهاي 

                                                
11 Isotropic 
12 Barton, [Elements of Green’s Functions and Propagation, Oxford Science Press, 1989] 
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  :آيدين بصورت زير بدست ميبنابراين تابع گر
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